Matematika

MATMIX

RieSenia 1. série uloh koreSponden¢nej stut’aze

1. Ucitel’ka hovori Ziakom v triede: ,,Keby som dala kazdé-
mu z vas 7 jabik, zostalo by mi 24 jabik. Ale keby som vam
cheela dat’ po 9 jablk, chybalo by mi 32 jabik.*“ Kol’ko ma
uditel’ka jablk a kol’ko Ziakov v triede?

RieSenie: Oznatme podet Ziakov v triede p a pocet jablk ;.
Potom musi platit”:
Tp+24=],
9p-32=j.
Spojenim tychto dvoch rovnic dostavame, Ze musi platit’
Tp+24=9p-32.

Tto rovnicu si upravime na tvar 2 p = 56, odkial’ dostava-
me, ze p=28. Dosadenim tejto hodnoty do prvej rovnice
dostavame, Ze

j=7-28+24=220.

To znamena, ze v triede je 28 ziakov a ucitel’ka mala 220 ja-

blk.

2. Suget ¢islic dvojciferného Cisla je 12. Ked’ ¢islicu na mies-
te desiatok nasobime dvoma, ¢islicu na mieste jednotiek
troma a stciny s¢itame, dostaneme ¢islo 29. Aké bolo po-
vodné ¢islo?

Riesenie: Ozna¢me si dvojciferné ¢islo ab, kde a a b su cif-
ry, pricom a nie je 0. Potom na zaklade zadania musi platit’:
a+b=12,
2a+3b=29.
Z prvej rovnice si vyjadrime nezndmu a v tvare a=12—-5
a toto vyjadrenie dosadime do druhej rovnice. Postupne dos-
taneme, ze plati
2-(12-b)+3b =29,
24 -2b+3b =129,
b=>5.
Dosadenim tejto hodnoty b do rovnice a=12—5 dostane-
me, ze plati a =12 -5=7, teda hl'adané Cislo je 75.

3. Klobuk, plast’ a ¢izmy stoja dokopy 137 €. Urcte, kol'ko
stoji kazdy kus oblecenia, ak plast je Sestkrat drahsi ako
klobtik a ¢izmy st o 20 € drahsie ako plast.

RieSenie: Ozna¢me cenu klobuka £, plasta p a ¢iziem c. Po-
tom musi na zaklade zadania platit™:
k+p+c=137,
p = 6k,
c=p+20.
Dosadenim druhej rovnice do tretej dostaneme, ze plati
¢ =6k +20.
Teraz dosadime toto vyjadrenie ¢ spolu s druhou rovnicou
do prvej a dostaneme, Ze plati
k + 6k +(6k +20)=137.
Tuto linedrnu rovnicu vyrieSime a dostaneme, ze plati
13k =117,

k=9.
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Dosadenim hodnoty £ =9 do vyssie uvedenych rovnic pre
p a c dostaneme, ze plati
p=6k=6-9=>54,
c=p+20=54+20="74.
Celkovo dostavame, ze klobuk stoji 9 €, plast’ 54 € a ¢izmy
74 €.

4. V minulosti sa na naSom uzemi pouzivali rozne platidla,
ktorych pouzivanie bolo narocnejsie ako v suc¢asnosti. Mohli
ste sa stretnat’ so zlatymi, zlatkami, toliarmi, dukatmi, gros-
mi, denarmi, grajciarmi a inymi menami. Ako uz nazov ho-
vori, boli to zlaté, ale aj striecborné ¢i medené mince. Obsah
drahych kovov sa postupne v tychto minciach zmenSoval,
¢o znizovalo aj ich hodnotu. Aj preto sa Castokrat na trhoch
neplatilo len mincami, ale aj v naturalidach. Napriklad za
osem lyzic ste mohli vymenit’ tri taniere. Ak ste vSak mali
mince, mohli ste si za jeden zlaty kiipit’ tri kr¢ahy a desat’ ly-
zic. Pri platbe za pat’ kréahov, pat’ tanierov a desat’ lyZic ste
z platby dvoma zlatymi dostali vydavok desat’ grajciarov.

a) Urcte, kol’ko grajciarov stoji jedna lyzica, jeden tanier
a jeden krcah, ak viete, ze pat’ tanierov stoji o jedendst’
grajciarov viac ako Sest’ lyZic.

b) Urcte, kol’ko grajciarov dostanete za jeden zlaty.

RieSenie: Na zaklade zadania sformulujeme sustavu Styroch
rovnic s piatimi neznamymi / (cena lyZice v grajciaroch), # (ce-
na taniera v grajciaroch), k (cena kr¢aha v grajciaroch), z (hod-
nota zlatého v grajciaroch) a g (hodnota jedného grajciara):

81 =3¢, D
3k+10/ =z, ()
5t=6[+1lg, (3)

Sk+5t+10/ =2z-10g. 4
Dosadenim vyjadrenia z z rovnice (2) do rovnice (4) dostane-
me, Ze plati

Sk+5t+10/=2(3k+10/)-10g,
¢o upravime na tvar

5t=k+10/-10g. (5)
Z rovnice (1) dostdvame po prenasobeni 5, Ze plati
40/ =15¢. (6)

Ak prenasobime rovnicu (3) troma, dostdvame, Ze plati

15¢ =18/+33g. @)
Porovnanim rovnic (6) a (7) dostdvame, ze plati
40/ =18/+33g,
odkial’ dostaneme, ze 22/ =33g, Co znamena, Ze
I=15g. ®

Dosadenim (8) do (3) dostavame, Ze plati 5t =6-1,5g +11g,
teda 5¢ =20g, odkial’ dostavame, Ze plati

t=4g. ©)]
Dosadenim (8) a (9) do (5) dostavame, Ze plati
5-4g=k+10-1,5g —10g,
odkial’ po uprave dostaneme, Ze plati
15g =k. 10)

Dosadenim (8) a (10) do (2) dostavame, ze plati
3-15¢g+10-1,5g =z,
odkial’ po uprave dostaneme, Ze plati 60g = z.
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Celkovo dostavame, ze jedna lyZica stoji jeden a pol graj-
ciara, jeden tanier stoji Styri grajciare, jeden kréah stoji
15 grajciarov a jeden zlaty mé hodnotu 60 grajciarov.

5. Ukéazte, Ze prirodzené Cislo n mozno vyjadrit’ ako stcet
Styroch po sebe iducich prirodzenych cisel prave vtedy,
ked n>10 an dava zvysok 2 po deleni Styrmi.

Riesenie: Predpokladajme, ze prirodzené ¢islo » mozno vy-
jadrit’ ako stcet Styroch po sebe iducich prirodzenych Cisel.
Potom musi existovat’ nejaké prirodzené ¢islo k, pre ktoré
plati
n=k+(k+1)+(k+2)+(k+3),
teda
n=4k+6=4-(k+1)+2,

teda ¢islo n dava zvySok 2 po deleni Styrmi. Najmensie také
prirodzené Cislo je 1+2+3+4 =10, a teda plati n>10.

Teraz predpokladajme, ze n > 10 a n dava zvysok 2 po dele-
ni $tyrmi. Potom existuje také prirodzené Eislo &, ze plati
n=4k+2. Ked'ze plati n =10, musi platit’ 4k+2 >10, teda
k = 2. Prirodzené ¢islo n mdzeme zapisat’ v tvare sictu

n=4k+2=(k-1)+(k)+(k+1)+(k+2).

Kedze k =2, vSetky Cisla na pravej strane st prirodzené,
a teda prirodzené Cislo n sme vyjadrili ako sucet Styroch po
sebe idtcich prirodzenych ¢isel.

Na zaklade tychto dvoch implikacii mo6zeme povedat, ze
plati ekvivalencia, a teda plati, Ze prirodzené ¢islo n mozno
vyjadrit’ ako sucet Styroch po sebe iducich prirodzenych ¢isel
prave vtedy, ked’ n =210 a n dava zvySok 2 po deleni Styrmi.

6. Dokazte, ze pre I'ubovolné redlne ¢isla a, b plati nerov-
nost’:
a'+b*>a’b+ab’.

Riesenie: Nerovnost’ zo zadania budeme postupne upravovat’
ekvivalentnymi Gpravami:
at—a’b+b* —ab’ >0,
a -(a—b)+b3 -(b—a)z 0,
a -(a—b)—b3 -(a—b)Z 0,
(a3 —bs)-(a—b)z 0.
Ak plati a > b, tak potom plati aj @’ > b’, a teda na lavej
strane dostavame sucin dvoch nezapornych cisel, a teda ne-

rovnost’ plati. Ak plati a < b, tak potom plati aj a° < b’, a teda
na l'avej strane dostdvame sucin dvoch zapornych ¢isel, ktory
je kladny, a teda nerovnost’ plati tiez. Ked’ze sme pouzivali
len ekvivalentné ipravy a iné pripady ako vysSie uvedené ne-
mozu nastat’, dokazali sme dant nerovnost’.

Zadania 2. série uloh koreSpondencnej sut'aze

1. Obdiznikova zdhrada ma dizku 100 m a $irku 20 m. Vypo-
Citajte, o kol’ko metrov §tvorcovych sa zmensi jej Gzitkova
plocha, ak sa ohradi okrasnym plotom, ktory ma Sirku
50 cm.

2. Misko si pomyslel jedno ¢islo z nasledujticej tabul’ky. Zuz-
ka hadala, potom povedala, zZe hl'adané ¢islo:

a) je v prvom riadku, 11213
b) nie je v druhom stipci,

L 9516
) je parne,
d) je vécsie ako 3. 7(4]8

Misko jej potom povedal, Ze iba jedna zo Styroch vypove-
di je pravdiva a tri zvysné su nepravdivé. Ktoré ¢islo si
Misko myslel?

3. Ngjdite vsetky prirodzené cCisla delitelné Styrmi, ktorych
ciferny sucet sa rovna siedmim a ciferny sucin Siestim.

4. V lichobezniku maji zakladne dizky 20 cm a 10 cm, rame-
nd 10 cma 4+/5 cm. Vypocitajte obsah tohto lichobeznika.

5. Na dvoch koleséach, ktoré sa zvonka dotykaju, je natiahnu-
ty pas. Uréte jeho dizku, ak polomery kolies maju vel'kost
15 cma 45 cm.

6. Dokazte, ze pre l'ubovol'né kladné redlne Cisla x, y, z plati

nerovnost’
x y3 z > X+y+z

+ + >
Y +z0 2 +x 2

X+’

7. Dokazte, ze z 'ubovolnej sedmice prirodzenych ¢isel do-
kazeme vybrat’ dve také, ktorych sucet alebo rozdiel bude
delitel'ny desiatimi.

8. Predpokladajme, ze kazdy bod roviny je ofarbeny jednou
z dvoch farieb. Dokazte, ze potom pre jednu z tychto
dvoch farieb plati, Ze pre kazdé kladné realne ¢islo existu-
je dvojica bodov ofarbenych touto farbou, ktorych vzdiale-
nost’ sa rovna tomuto ¢islu.

9. Dokazte, ze ¢islo 2'" —1 je delitelné &islom 10937,

10. Najdite vsetky prirodzené ¢isla m, n, ktoré su rieSeniami
rovnice 2" —3" =7.

11. Zistite, ¢i existuje mnozina 4 024 takych prirodzenych ¢i-
sel, ze sucet ¢isel 'ubovol'nej 2 013-prvkovej podmnozi-
ny tejto mnoziny nie je delitel'ny ¢islom 2 013.

12. Nech a, b, ¢ su kladné realne ¢isla, ktorych sucin nie je
vacsi ako ich sucet. Dokazte, ze potom plati nerovnost’
@ + b +c* >Babe.

13. Postupnost {an }n:1 je definovana predpisom
an+1 = 3an - an—l’
pricom q, =20, a, = 30. N4jdite vSetky prirodzené cisla
n, pre ktoré je ¢islo 5a,,,a, +1 druhou mocninou celého
¢isla.

14. Dokazte, ze pre vsetky prirodzené ¢isla n plati nasleduju-
ca nerovnost’:
(20° +3n+1) 26" (nl)

Termin odoslania rieSeni dloh 2. série: do 9. 3. 2015
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