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RieSenia 1. série uloh koreSpondencnej sut’aze

1. Juraj zjedol 100 kolacov za 5 dni. Kazdy deil okrem prvé-
ho zjedol o Sest’ kolacov viac ako den predtym. Kol'ko ko-
lacov zjedol prvy den?

Riesenie: Ak oznacime pocet kolacov, ktoré zjedol Juraj prvy
den, ako x, potom druhy den zjedol x + 6, treti den x + 12,
Stvrty den x + 18 a piaty den x + 24. Potom musi platit
x+(x+6)+(x+12)+(x+18)+(x+24)=100. Tato liner-
nu rovnicu upravime na tvar 5x + 60 =100, odkial’ dostane-
me, ze x = 8. Juraj zjedol prvy den 8§ kolacov.

2. Dopln do krtzkov ¢isla podla Sipok. Aké ¢islo bude v si-
vom kruhu?
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Riesenie: Postupnym vypoctom dostaneme nasledujtice hod-
noty v krtizkoch:

Hodnota v poslednom sivom kruhu je 220.
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3. Zahrada tvaru obdiznika ma obvod 320 m. Dizka zahrady
je k sirke v pomere 3 : 2. Kol'ko ovocnych stromov moze-
me vysadit’ do zadhrady, ak sa na jeden strom pocita 16 m?
plochy?

RieSenie: Ak ozna¢ime $irku zahrady 2x, tak jej dizka bude
3x a obvod 10x. Potom x =32, a teda rozmery zahrady st
64 m x 96 m. Jej plocha je 64 m-96 m = 6144 m*. Vysadit
do nej moézeme 6144 :16 = 384 stromov.

4. Na obrazku je 5 oc¢islovanych poli. Niektoré su biele, ostat-
né ¢ierne.
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1 2 3 4 5
Zistite farbu kazdého pol’a, ak viete, ze sucasne plati:
a) aspon jedno z poli 1, 3 je biele,
b) z poli 2, 5 je prave jedno Cierne,
¢) polia 2, 3 maju rovnaku farbu,
d) polia 3, 4 st rozli¢nej farby,
e) najviac jedno z poli 1, 5 je Cierne.

RieSenie: Ak je pole 2 ¢ierne, potom z podmienky b dostava-
me, Ze pole 5 je biele. Z podmienky c dostavame, ze pole 3 je
¢ierne, a teda pole 1 je biele podl'a podmienky a. Z podmien-
ky d dostdvame, ze pole 4 je biele. Dostavame tak nasleduju-
ce rieSenie:
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Ak je pole 2 biele, potom z podmienky b dostdvame, zZe
pole 5 je ¢ierne. Z podmienky ¢ dostavame, Ze pole 3 je bie-
le. Z podmienky d dostdvame, Ze pole 4 je Cierne. Z podmien-
ky e dostavame, Ze pole 1 je biele. Dostavame tak rieSenie:
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5. Kedy si mozes$ kupit’ viac zmrzliny — ked’ ti zvysia vrecko-
vé 0 10 % a cena zmrzliny zostane nezmenena, alebo ked’ sa
nezmeni tvoje vreckové a cena zmrzliny sa znizi o 10 %?

RieSenie: Ak je vreckové napr. 10 € a cena zmrzliny 1 €, m6-
zem si kupit’ 10 zmrzlin. Ak mi zvysia vreckové o 10 %, do-
stanem 11 €, a kiipim si 11 zmrzlin. Ak sa znizi cena zmrzli-
ny o 10 %, zmrzlina bude stat’ 0,9 € a budem si moct’ kipit’
11 zmrzlin a este mi 0,1 € zostane. Tato moznost’ je preto vy-
hodnejsia. Vo vSeobecnosti postupujeme rovnako a vyuZzije-

1
me to, ze plati — > 1,1.
6. V rovnobezniku ABCD plati: |AB| =10 cm, |AC| =15cm
a vzdialenost’ bodu D od priamky AC je 2 cm. Urcte vzdia-
lenost’ bodu D od priamky A4B.

Riesenie: Ked'ze vzdialenost’ bodu D od priamky AC je 2 cm,
predstavuje tato hodnota aj dizku vysky z bodu D v trojuhol-
niku ACD. Potom ma obsah tohto trojuholnika hodnotu

1 2
SI=M=15 cm>.
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Ked’Ze v rovnobezniku su trojuholniky ACD a CAB zhod-
né, je obsah S rovnobeznika 30 cm?. Ten ale vieme vypocitat’
ako S = |AB| -V, takZe po dosadeni zndmej hodnoty obsahu
a vel'kosti usecky 4B dostaneme, Ze plati

30 cm’

~ 10 cm
To je zaroven aj vzdialenost’ bodu D od priamky AB.

=3 cm.

VAB

7. Na vysokej Skole urobi skisku v prvom termine 60 % Stu-
dentov. V druhom termine ju urobi 65 % z tych, ktori ju ne-
nost’ — skusku v iom zvladne len 45 % Studentov. Kol'ko
Studentov neurobi skusku ani v jednom z troch terminov?

RieSenie: Oznacme pocet Studentov, ktori robia danu skusku,
ako x. V prvom termine ju neurobi 0,4x Studentov. V druhom
termine ju neurobi 0,4x-0,35=0,14x Studentov. Ani v tre-
tom termine ju neurobi 0,14x- 0,55 = 0,077x Studentov, teda
7,7 % Studentov neurobi skuSku ani v jednom z troch termi-
nov.

8. Z miesta M na zemi vidime vrchol budovy pod uhlom 30°.
Ak sa priblizime k budove o 30 m po rovine, vidime jej vr-
chol pod uhlom 45°. Vypocitajte vysku budovy.

Riesenie: Nakreslime si situaciu — bod B predstavuje vrchol
budovy, bod A4 predstavuje pétu priemetu vrcholu budovy na
zem, bod C predstavuje miesto po priblizeni o 30 metrov
k budove. Vysku budovy oznacime x.

B

M 30m C X A

Kedze po priblizeni o 30 metrov vidno vrchol budovy pod
uhlom 45°, trojuholnik ABC je pravouhly rovnoramenny so
zakladiou BC. V trojuholniku ABM vyuzijeme funkciu tan-
gens a dostaneme, Ze plati:

te(BMA) = L2

- |am|
Dosadenim znamych hodndt postupne dostaneme, ze plati:
tg30°=————,
30 m+x
~_ (30m)-tg30°
~ 1-tg30°

x=15-(1++3) m.
Vyska budovy je 15- (1 + \/g) m, ¢o je priblizne 40,98 m.
9. Peter si vytvoril svoju vlastni postupnost: zacal ¢islom

2017 a kazdy d’alsi ¢len postupnosti vytvoril tak, ze umoc-
nil cifru na mieste jednotiek predchadzajuceho ¢lena po-

stupnosti na druht1 a k vysledku pripo¢ital ¢islo 2. Aké ¢is-
lo je na 2018. mieste tejto postupnosti?

RieSenie: VypiSme si jednotlivé Cleny tejto postupnosti:
2017, 51, 3, 11, 3, 11, 3... Vidime, ze od 3. ¢lena sa uz opaku-
ju len dve hodnoty ¢lenov postupnosti — 3 (neparne miesta)
a 11 (parne miesta). Ked’ze 2018 je parne ¢islo, na 2018. mies-
te postupnosti bude ¢islo 11.

10. Babka a jej vnucka maji narodeniny v rovnaky den. Po-
Cas Siestich po sebe idtcich oslavach narodenin bol bab-
kin vek vzdy delitel'ny vekom vnucky. Uréte, ktoré naro-
deniny oslavovala babka na poslednej z tychto Siestich
oslav, ak viete, ze eSte nedovrsila vek 100 rokov.

Riesenie: Vek vnucky mohol byt pri prvej oslave bud’ 1 rok
alebo 'ubovolné iné ¢islo. Ak by vek vnucky nebol 1 rok, ba-
bicka by musela mat’ v kazdom roku neprvociselny vek, pre-
toze prvocislo je delite'né len jednotkou a sebou samym, tak-
7e keby babicka mala prvociselny vek, jej vek by nemohol
byt delitelny vekom vnucky, iba keby mala vnucka rovnako
rokov ako ona (Co je nezmysel) alebo 1 rok. Ak mala vnucka
pri prvej oslave 1 rok, babicka mohla mat’ tento rok prvoci-
selny vek. Pocas ostatnych rokov by uz vsak musela mat’ ne-
prvociselny vek.

Ak by vek vnucky nebol 1 rok, musime najst’ 6 po sebe ida-
cich zlozenych ¢isel. AvSak preskimanim vsetkych prirodze-
nych ¢isel mensich ako 100 zistime, Ze taka Sestica Cisel nee-
xistuje. Platit’ teda musi druhd moZnost a vnucka ma pri
prvych narodeninach zo Siestich 1 rok. Babicka vtedy bude
mat’ prvociselny vek a pocas ostatnych narodenin neprvoci-
selny. Moznosti, kde sa nachadza pat’ po sebe iducich zloze-
nych cCisel nasledujicich po prvocisle, su nasledujuce:
23 -28,31-36,53-58,61 -66,73-78a91 —96.

Tretie Cislo je delitel'né trojkou uz len v nasledujtcich Ses-
ticiach: 31 —36, 61 — 66 a 91 — 96. Z tychto Sestic je Stvrté Cis-
lo je delitelné Stvorkou jedine v pripade 61 — 66. Zostava
nam teda uz len overit’ ¢i 65 je delitelné 5 (ano) a 66 delitel’-
né 6 (4no). Babicka teda na poslednej z Siestich oslav mala
66 rokov.

11. Kladné redlne ¢isla a, b, ¢ maja taka vlastnost, Ze pre
kazdé prirodzené ¢islo n existuje trojuholnik so stranami
s dizkami a", b", ¢". Dokézte, ze aspon dve z ¢isel a, b, ¢
st rovnaké.

RieSenie: Tvrdenie dokaZzeme sporom. Predpokladajme, Ze
existuju také ¢isla a, b, ¢, ktoré st navzajom rozne, pre ktoré
plati, Ze pre kazdé prirodzené Cislo n existuje trojuholnik so
stranami s dizkami a”, b”, ¢". Bez ujmy na vieobecnosti pred-
pokladajme, Ze plati a < b < c. Potom pre kazdé prirodzené
¢islo n plati aj a” <b" < ¢". Ked’Ze pre kazdé prirodzené ¢is-
lo n existuje trojuholnik so stranami s dizkami a", b", c",
bude pren platit’ trojuholnikova nerovnost’: a” + 5" > ¢". Pre-
delenim tejto nerovnice kladnym ¢islom 6" dostavame ekvi-
valentnu nerovnicu

()
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Podl'a predpokladu vsak plati

a c

—<la-—->1,

b b
teda I'ava strana nerovnice ma hodnotu mensiu ako 2, avSak
prava strana pre dostato¢ne vel'ké n bude mat’ hodnotu vacsiu
ako 2 (ide o exponencidlnu funkciu premennej # so zakladom
vacsim ako 1). Dostali sme spor, a teda plati tvrdenie zo zada-
nia ulohy.

12. Urcte hodnotu suctu
f(n)=1 =22 +3 -4+ . +(2n-1) —(2n)
pomocou n a konecného poctu operacii.

Riesenie: Pre kazdé prirodzené ¢islo £ plati
(2k —1)" —(2k)" =1-4k.
Dosadenim tohto vzt'ahu do predpisu f'dostdvame, ze plati

Fn)=3[(2k=1) ~(24) |= 3 (1-4k) =

k=1 k=1
n-(n+1)
2

=n—4- =-2n" —n.
13. Dokazte, ze ak je n neparne prirodzené ¢islo, potom ¢islo
1" +2" +...+n" je delitelné n*.

Riesenie: Pripad n =1 je trividlny a tvrdenie pren plati (1 je
delitelna 1). Uvazujme d’alej n véacsie ako 1. Ked'ze n je ne-
parne prirodzené Cislo vicsie ako 1, je aspon 3, a teda n" bude
delitelné n*. Ostava nam dokézat’, ze 1" + 2" +...+(n—1)" je
delitelné n”.

Teraz dokazeme, ze pre kazdé prirodzené Ccislo
k=12,....(n=1)/2 plati, ze k" +(n—k)" je delitelné n’.
Rozpisanim (n - k)" podla binomickej vety a ipravou dosta-
vame, ze plati

—_— ¢ e 2 . ’172 n . ”73 o — Oy n o — "72
(n k) =n |:n +(l)n ( k)+ +(n—2J( k) :|+
+(n’i J‘w(—k)"_l +(=k)".
Ked’ze n je neparne prirodzené Cislo, tak plati
K+ (n—k) = k" +( " 1]-n-(—k)"_1 +(=k)' =
n—
=n’ -(—k)"f1 =0 (mod nz),
¢o sme chceli dokazat'.

14. Nech n a m st prirodzené ¢isla, pricom plati n = 2m. Kol’-
ko existuje retazcov dlzky n zlozenych len z nul a jedno-
tiek, ktoré obsahuju prave m blokov 01?

Riesenie: Ukazeme, ze hl'adany pocet retazcov je
( n+1 )
2m+1)
Uvazujme 'ubovol'ny vyhovujici ret'azec a v lom sa pozri-
me na mnozinu vsetkych dvojic za sebou iducich &islic, ktoré
st rozne (teda ide o za sebou iduce dvojice ¢islic 01 a 10, kto-

ré budi tvorit’ tzv. vymenu). Nasou ulohou je zistit’ pocet re-
tazcov, ktoré obsahuji prave m blokov 01. Ked’ze bloky 01

20

a 10 sa musia striedat’, ich pocet sa moze 1iSit maximalne o 1.
Konkrétne, ak retazec zacina 1 a kon¢i 0, tak pocet blokov 10
jem+ 1, ak retazec zacina 0 a kon¢i 1, tak pocet blokov 10 je
m — 1, a ak ret'azec zacina a konci tou istou ¢islicou, tak po-
¢et blokov 10 je m. V prvom pripade je celkovy pocet vymen
2m + 1 a dostavame tak pre ne

n—1 . )
moznostl.
(2m + l)

Kedze vyber vymennych bodov spolu so zaciato¢nou
a koncovou ¢islicou jednoznacne uréuje cely retazec, dosta-
vame jednoznaéné uréenie ret'azca, ktory obsahuje m blokov
01, m + 1 blokov 10, za¢ina 1 a kon¢i 0. Analogicky dostane-
me, ze vo zvySnych dvoch pripadoch je moznosti

n—1 n—1
, resp. 2- .
2m—1 2m

Celkovy pocet ret'azcov tak je
n—1 n—1 n—1 n n n+1
+2- + = + = .
2m+1 2m 2m—1 2m 2m+1 2m+1

Zadania 2. série uloh koreSpondencnej sut'aze

1. V autobuse je 8 'udi — 7 dievcat a vodi¢. Kazdé dievéa ma
prave jednu tasku. V kazdej taske je 7 velkych maciek,
kazda vel'ka macka ma 7 maciatok. VSetky macky maji po
4 nohy, vSetci l'udia v autobuse po 2 nohy. Ini l'udia ani
zvieratd sa v autobuse nenachadzaji. Kol'’ko néh je v auto-
buse?

2. N4jdite vSetky redlne ¢isla x, pre ktoré plati:
1 1

3x—6 2-x

3. Na sto6l sme polozili vedla seba tri pohariky tak, ze
prostredny je polozeny hore dnom, zvys$né dva st poloze-
né normalne — dole dnom. Vasou ulohou je zdvihnut vzdy
dva pohariky naraz, kazdy z nich oto¢it’ naopak ako bol,
a potom ich znova polozit’ na stdl tak, aby boli po prave
Styroch zdvihnutiach a otoc¢eniach vSetky pohariky hore
dnom. Ako to urobite?

4. Michal ma tri pratiky. Ich dizky st 20 cm, 24 cm a 30 cm.
Ako méze len pomocou tychto pratikov odmerat” dizku
26 cm? (Prutiky nemoze rezat’.)

5. O 18:00 zapadlo slnko a Peter si vo svojej pracovni zapalil
dve sviecky. Biela sviecka je vysoka 30 cm a celd zhori za
150 minut. Modra sviecka je vysokéa 48 cm a cela zhori za
120 minut. O kol'kej buda obe sviecky rovnako vysoké?

6. Petrova kocka s hranou dlhou 10 c¢m sa rozpadla na nie-
korl’ko kociek s hranami 2 cm a 3 cm. Na aky pocet kociek
sa mohla Petrova kocka rozpadntit'?

7. Sportového turnaja sa zacéastnilo 6 druzstiev, pricom kazda
dvojica druzstiev zohrala Styri vzajomné zapasy. Ziaden zo
zéapasov neskoncil remizou. Na konci turnaja sa zverejnilo,
kol’ko percent svojich zapasov vyhrali jednotlivé druzstva.
Bolo to 20 %, 30 %, 35 %, 60 % a 80 %. Chybal len tdaj
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o druzstve, ktoré ziskalo druhé miesto. Kol’ko percent svo-
jich zépasov vyhralo toto druzstvo?

8. V obdizniku ABCD plati|4B| =12 cm,|BC| = 9 cm. Na uh-
loprietke BD je vyznadeny bod E tak, ze |BE|=5cm. Na
strane AB je vyznaleny bod F tak, Zze EF je rovnobezné
s AD. Vypocitajte obvod Stvoruholnika AFED v centimet-
roch.

9. Vo futbalovej jedenastke muzstva je priemerny vek hracov
23 rokov. Tréner dvoch najstarSich 26-ro¢nych hracov vy-
menil za dvoch mladsich, ¢im priemerny vek muzstva kle-
sol na 22 rokov. Obaja novi hra¢i sa narodili v ten isty de,
rok po sebe. Kol'ko rokov maju novi hraci?

10. Vo vreci je 100 karti¢iek, na ktorych st napisané vsetky
prirodzené ¢isla od 1 do 100 (na kazdej karticke je prave
jedno ¢islo). Aky najmensi pocet karti¢iek musime vy-
tiahnut’, ak tahdme so zatvorenymi ocami a chceme mat’
istotu, ze medzi nimi budu tri karticky také, ze sucet ¢isel
na nich napisany je delitelny troma?

11. Pri golfe boli jamky od seba vzdialené¢ 150, 300, 250,
325,275, 350, 225, 400 a 425 metrov. Robot Golfik sa da

nastavit’ tak, aby odpal’'oval lopti¢ky na dve rozne vzdia-
lenosti. (Napr. ked” ho nastavime na odpalovanie na
vzdialenosti 4 a 10 metrov, poradi si hravo s jamkou
vzdialenou 18 metrov — zvladne to na tri tdery: 10, 4, 4;
prijamke vzdialenej 48 metrov potrebuje pri tomto nasta-
veni asponl 6 uderov: 10, 10, 10, 10, 4, 4.) Navrhnite, na
aké vzdialenosti treba nastavit’ Golfika, aby mu na pre-
jdenie cez vSetkych devét jamiek stacilo menej ako
35 uderov.

12. Nech pre c¢leny nekoneénej postupnosti {an}::l plati

a,=1,a,=1,a,=-1lapre n>3definuyjme a, =a, a,_,.
Najdite hodnotu a, .

13. Predpokladajme, Ze x,, x,, .
pre ktor¢ plati
\/xT+\/E+...+,/2 018x,,,, =1.
N4jdite najmensiu moznu hodnotu suctu
XX, F et X

.+» X, 5 SU kladné redlne Cisla,

14. Zistite, ¢i nasledujici nekonecny rad konverguje a ak
ano, najdite jeho sucet:
1 2 4 8
1 T2 53 PY: L
2+1 27+1 2"+1 2°+1

Termin odoslania rieSeni uloh 2. série: do 25. 2. 2019

TRI ULOHY Z PRAVDEPODOBNOSTI

O vlkovi a oveékach

Na kruznici su rovnomerne rozmiestnené tri ovecky a jeden
vik. Vlk sa pohybuje nahodne — s rovnakou pravdepodobnos-
tou (jedna polovica) sa kazdy der vyberie z miesta, na ktorom
sa nachadza, bud’ vpravo alebo vlavo po kruznici, pricom
prejde stvrtinu obvodu kruznice. Ak sa na danom mieste na-
chadza ovecka, zozerie ju. Kam sa ma postavit' mudra ovec-
ka, ktora chce prezit' ¢o najdlhsie (teda bude zozratd ako po-
sledna)?

Riesenie: Ovecky ozna¢me 1,
2 a 3 podla obrazka, pociatoc-
na poziciu vlka V. Ozna¢me
pravdepodobnost, ze ovecka
Cislo i bude zozrata ako po-
slednd, akop,, i =1, 2, 3.

Po dostatocnom pocte dni
sa pravdepodobnost’, ze vlk
navstivi vSetky miesta, rovna
1. Preto plati prva rovnica:

ptptp =l

Zo symetrie vyplyva druhd rovnica: p, = p,.

Na pravdepodobnost, Ze poslednd zozratd ovecka bude
ovecka ¢islo 3, sa moézeme pozriet’ aj inak — ide aj o jav, Ze
posledna zozrata ovecka bude ovecka vpravo od sti¢asnej po-
zicie vlka (analogicky pre ovecku ¢islo 1 — poslednd zoZrata
ovecka bude ovecka vlavo od sti¢asnej pozicie vika).

Zamyslime sa teraz nad pravdepodobnostou, Ze bude ako
posledna zozratd ovecka cislo 2. V prvom kroku Siel vlk

s pravdepodobnost’ou 1/2 vpravo a zozral ovecku ¢islo 3. Te-
raz sa nachadza na pozicii 3 a ovecka 2 je vpravo od neho.
Aby bola ovecka 2 posledna, musi vlk zozrat’ aj ovecku ¢islo
1, preto prazdne miesto, kde sa nachadzal na zaciatku vlk, ni-
jako neovplyvni to, Ze ovecka ¢islo 2 bude posledna, lebo vik
tymto miestom musi urcite prejst’ na ceste k ovecke ¢islo 1.
Preto pravdepodobnost’, Ze ju zozerie ako poslednu, je p,. V1k
vSak mohol ist’ v prvom kroku s pravdepodobnostou 1/2 aj
vlavo. Potom je pravdepodobnost, Ze ovecka ¢islo 2 bude
posledna, p,. Celkovo tak dostdvame, ze pre p, plati rovnica
b Z%'pl +%'P3-

Dostali sme stistavu troch linearnych rovnic s tromi nezna-

mymi. Jej vyrieSenim dostaneme, Ze

1
p1=p2=p3=§_

teda mudra ovecka sa méze pokojne postavit’ na l'ubovolné
miesto, pretoze vie, ze na kazdom mieste je rovnaka pravde-
podobnost’, ze bude zozratd ako posledna.

Lukostrelci

Lukostrelci A a B spolu naraz vyrazia z bodu 0 a kracaju rov-
nakou rychlostou po usecke do bodu 1. Kazdy z nich chce za-
siahnut ciel'v bode 1 ako prvy. Kazdy z nich ma len jeden sip.
Pravdepodobnost, ze A trafi ciel po prejdeni vzdialenosti x, je
x. Pravdepodobnost, ze B trafi ciel po prejdeni vzdialenosti
x, je x%. Aka je optimdlna stratégia pre oboch strelcov (v kto-
rom bode maju vystrelit)?
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